НАПІВІНВАРІАНТИ
Напівінваріант — величина, яка в процесі перетворень змінюється моно​тонно, тобто збільшується чи зменшується, і при цьому набуває лише скінченну кількість різних значень.
1. По колу розставлені я чисел. Якщо підряд стоять числа a, b, c, d і при цьому (a-d)(b-c)>0, то числа/» і с дозволяється міняти місцями. До​ведіть, що після кількох таких дій ми не зможемо зробити жодної переста​новки.
Розв'язання
Нерівність(a-d)(b-c)>0 еквівалентна нерівності ab+bc+cd>ac+cb+bd.
Розглянемо суму всіх попарних добутків сусідніх чисел. Вона, як ми бачимо з останньої нерівності, підчас виконання нашої дії щоразу зменшується. Ця сума може набувати лише скінченної кількості значень, оскільки існує лише скінченна кількість розстановок даних чисел по колу. Ми зможемо виконати нашу операцію не більше разів, ніж існує розстановок з сумою, меншою, ніж у початкової розстановки.
2. У парламенті в кожного його члена не більше ніж три вороги. До​ведіть, що парламент можна розбити на дві палати так, щоб у кожного де​путата в одній з ним палаті був не більше ніж один ворог.
Розв'язання
Розіб'ємо парламент на дві палати довільним чином. Якщо є депутат, який має у своїй палаті не менше ніж два вороги, переведемо його в іншу палату. Якщо ще є такий депутат, і його переведемо, і так далі. Доведемо, що цей процес скінченний. Позначимо умовно депутатів точками на пло​щині і з'єднаємо відрізками всі пари ворогів, які належать одній палаті. За такого переведення не менше ніж два відрізки витираються і не більше ніж один з'являється. А тому кількість їх зменшується. А з самого початку кількість відрізків була скінченною.
3. На площині дано п точок, жодні три з яких не лежать на одній прямій, і п прямих, жодні дві з яких не паралельні. Доведіть, що з цих точок можна опустити перпендикуляри, які попарно не перетинаються, на ці прямі так, щоб на кожну пряму був опущений рівно один перпендикуляр.
Розв'язання
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Опустимо перпендикуляри з даних точок на дані прямі довільно (по одному на кожну пряму). Якщо жодні два з них не перетинаються, то вимогу задачі виконано. 
В іншому випадку роз​глянемо два перпендикуляри, що перетинаються, АА1 і ВВ1, опущені з точок А і В на прямі а і b відповідно. Нехай Р — точка їх перетину. За​мінимо тепер перпендикуля​ри AA1 і BB1, перпендикуляра​ми АА2 і ВВ2, опущеними на прямі b і а — відповідно. До​ведемо, що при цьому сума довжин перпендикулярів  зменшиться. Справді, АА2 < АР+ РВ, ВВ2 < ВР+РА1.
Додамо ці нерівності і дістанемо АА2 +ВВ2 < АА1 +ВВ1. Якщо тепер знову є два перпендикуляри, що перетинаються, то зробимо так само, як і на попередньому кроці і т. д. Тоді або на якомусь кроці в нас усі перпен​дикуляри попарно не будуть перетинатися, або сума довжин перпендику​лярів буде мінімально можливою (оскільки ця сума може набувати лише скінченної кількості значень). Ця ситуація і є шуканою, бо якби ми засто​сували нашу операцію ще раз, то сума довжин усіх перпендикулярів ще зменшилася б.
4. На нескінченному аркуші паперу в клітинку кілька клітинок пофар​бовано в чорний колір. У моменти часу t = 1, 2, 3, ... відбувається одночасне перефарбування всіх клітинок за таким правилом: кожна клітинка k набуває того кольору, який мала більшість з трьох клітинок: сама к та її сусіди праворуч та згори. Доведіть, що через деякий час на аркуші не залишиться чорних клітинок.
Розв'язання
Усю сукупність чорних клітинок помістимо в прямокутник і визначи​мо прямокутну систему координат з початком у лівому нижньому куті цього прямокутника. Для кожної чорної клітинки обчислимо суму її коор​динат. Напівінваріантом буде найбільше з цих чисел.
5. З неопуклим многокутником проводяться такі операції. Якщо він ле​жить по один бік від прямої АВ, де А\В— несуміжні вершини многокутника, то одна із частин, на які контур многокутника ділиться точками А і В, центрально симетрично відображається відносно середини відрізка АВ. До​ведіть, що після декількох таких операцій многокутник стане опуклим.
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Розв'язання
Очевидно, що після кожної операції площа нового многокут​ника збільшується. Доведемо, що ця площа може набувати лише скінченної кількості значень. Для цього розглянемо набір век​торів, що йдуть по сторонах мно​гокутника.
За кожної операції набір цих векторів не змінюється, змінюється лише порядок прямування век​торів один за одним. Отже, кіль​кість многокутників, які можна дістати із даного многокутника з допомогою описаної операції, скінченна, звідки й випливає, що наш напівінваріант може набувати лише скінченного числа значень. Тому повинен наступити момент, коли площа многокутника стає найбільшою. Якщо ж при цьому многокутник не опуклий, то з допомогою нашої операції площу можна ще збільшити.
6. Маємо вісім однакових кубиків з ребром 1. Довільні 24 грані з усіх 48 граней пофарбували в білий колір, решту — в чорний. Доведіть, що з цих восьми кубиків можна скласти такий куб, що на його поверхні білих та чорних квадратиків зі стороною 1 буде порівну.
Розв'язання
Складемо наш куб довільним чином. Нехай на його поверхні а білих і b чорних квадратиків. Зрозуміло, що а + b = 24. Розглянемо величину d = q - b. Якщо d = 0, то задачу розв'язано. Нехай d ≠ 0. Розглянемо таку операцію: поворот одного з маленьких кубиків на 90° відносно однієї з трьох осей симетрії, що проходять через центри протилежних граней. Очевидно, що після цієї операції величина d або не змінюється, або змінюється на 2. За три такі операції можна зробити так, щоб три грані одного кубика, що були на поверхні, сховалися всередину великого куба, а ті, що були всере​дині, опинилися на поверхні. Тоді за 24 таких операцій на поверхні буде 24-а білих і 24-й чорних кубиків, і тоді маємо: d = (24 – a) – (24 – b) = b – a = - (a – b).
Зауважимо, що d — парне число. Оскільки а – b і b – а взаємно проти​лежні парні числа, то величина d у певний момент набуває значення d = 0. Тоді припиняємо повороти кубиків і маємо шукане розміщення.
7. На дошці в ряд довільним чином виписано п чисел, кожне з яких дорівнює +1 або -1. За один хід дозволяється поміняти знак у декількох чисел, що йдуть підряд. За яку найменшу кількість ходів можна напевно дістати із початкового набору набір із одних одиниць?
Розв'язання
Як напівінваріант розглянемо число пар сусідів з різними знаками. Під час виконання однієї операції заміни знаків цей напівінваріант може замінитися не більше ніж на два.
Доведемо тепер, що із набору чисел -1; +1; -1; +1;... не можна діста​ти набір +1;+1;+1;+1; менше ніж за 
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 кроків ([x] означає цілу части​ну х). 
Розглянемо окремо випадки парного і непарного n. Нехай п = 2k, тобто 
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. Тоді спочатку напівінваріант дорівнює 2k – 1, а в кінці він має дорівнювати нулю. Але за k – 1 хід добитися цього неможливо. Нехай п = 2k+1, тобто 
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. У цьому випадку напівінваріант вихідного набору дорівнює 2k, тому за k – 1 хід початковий набір не можна перевести в набір із одних одиниць. Доведемо, що цього не можна зробити і за к ходів. Для цього досить зауважити, що принаймні один раз напівінваріант зміню​ється не більше ніж на одиницю (це відбудеться тоді, коли операція зміни знаків торкнеться якогось із крайніх чисел — 1). 
Залишилось показати, що за 
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 кроків із будь-якого початкового набору можна дістати набір із одних одиниць. Виділимо в початковому наборі всі групи, що складаються із чисел — 1, які йдуть підряд. Таких груп не більше ніж 
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. Тепер послідовно змінимо знаки в чисел цих груп.
8. При дворі короля Артура зібрались 2 л лицарів, причому кожен з них має серед присутніх не більше ніж л-1 ворогів. Доведіть, що Мерлін, рад​ник Артура, зможе так розсадити лицарів за «Круглим столом», що жоден з них не буде сидіти поряд зі своїм ворогом.
Розв'язання
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Розсадимо лицарів за «Круглим столом» довільним числом. Якщо при цьому вийде, що жодні два вороги не сидять поряд, то вимога задачі виконана. Якщо ж ні, то розглянемо лицаря А, який сидить зліва від свого ворога В. Як напівінваріант розглянемо кількість ворогів сусідів. Серед друзів лицаря А обов'язково знайдеться такий лицар С, що його сусід D — друг лицаря В (інакше в лицаря В ворогів більше ніж n-1). Тепер «розвернемо» всю частину столу від В до С (праворуч від В) у «протилежну» сторону. При цьому лицар В стане сусідом лицаря Д лицар С — сусідом лицаря А. Інші пари сусідів не зміняться. Отже, інваріант зменшиться.
Задачі для самостійного розв'язування
9. У колонію з 2004 бактерій попадає вірус. Щосекунди кожен вірус
вбиває одну бактерію, після чого всі бактерії і всі віруси діляться навпіл
(розмножуються). Доведіть, що рано чи пізно всі бактерії будуть знищені.
10. Божевільний мандрівник їде з рідного міста А до найвіддаленішого
від нього міста В, яке виявляється відмінним від А, і так далі. Доведіть, що він ніколи не повернеться в А.
11. Країна Десса розташована на 100 000 островах. Між деякими ост​ровами щоденно курсують пароплави, причому з кожного острова можна дістатися на будь-який інший. Злочинець та капітан Жеглов можуть роби​ти не більше одного рейсу на день. Злочинець не їздить 13 числа кожного місяця, а капітан Жеглов не забобонний і завжди знає, де знаходиться зло​чинець. Доведіть, що капітан може наздогнати злочинця.
12. На площині дано 2n точок, жодні три з яких не лежать на одній
прямій. Із них пофарбовані в червоний колір, решта — в синій. Доведіть, що ці точки можна з'єднати п відрізками, що не перетинаються, так, що кожен з них буде з'єднувати червону точку з синьою.
13. На площині дано п точок, деякі з них з'єднані відрізками. Відомо,
що з будь-якої точки виходить не більше ніж 11 відрізків. Доведіть, що ці точки можна розфарбувати в чотири кольори так, щоб кількість відрізків з одноколірними кінцями була не, більшою від n.
14. Задано декілька червоних і декілька синіх точок. Деякі з них
з'єднані відрізками. Назвемо точку особливою, якщо більше ніж половина з'єднаних з нею точок мають колір, відмінний від її кольору. Якщо є хоча б одна особлива точка, то обирається довільна особлива точка і перефар​бовується інший колір. Доведіть, що через скінченну кількість кроків не залишиться жодної особливої точки.
15. На кожній грані куба написано число, причому не всі числа одна​кові. Кожне із написаних чисел замінюють на середнє арифметичне чи​сел, написаних на чотирьох сусідніх гранях. Чи можуть через декілька та​ких операцій на всіх гранях з'явитися початкові числа?
16. На острів, де зарито кілька скарбів, висадилася група стрибаючих
піратів. Далі щохвилини кожний пірат перестрибує в точку — центр ваги многокутника, вершинами якого є скарби, до яких цей пірат у попередню хвилину був ближчий за всіх інших піратів. Якщо в деякий момент часу пірат не має таких скарбів, то він тоді не рухається. Доведіть, що через деякий час переміщення на острові припиняється. (Центром ваги много​кутника А1А2...А„ називається точка О —така, що 
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17. По колу виписано п натуральних чисел. Між кожними двома сусід​німи числами вписується їх найбільший спільний дільник. Після цього
попередні числа стирають, а із числами, що залишились, виконують ту саму операцію. Доведіть, що через декілька кроків усі числа на колі будуть рівні.
18. По колу стоять діти, у кожної дитини декілька цукерок. За сигна​лом ведучого дитина передає половину своїх цукерок сусіду праворуч
(якщо кількість цукерок непарна, то ведучий перед цим додає їй одну цукерку). Це повторюється багато разів. Доведіть, що колись у всіх дітей цу​керок буде порівну.
19. По один бік нескінченного коридору розташовано нескінченно бага​то кімнат, занумерованих по порядку цілими числами, і в кожній стоїть по
роялю. У цих кімнатах живе деяка скінченна кількість піаністів (в одній
кімнаті можуть жити й декілька піаністів). Щодня якісь два піаністи, які жи​вуть у сусідніх кімнатах — к та (к+\), доходять висновку, що вони заважають один одному і переселяються відповідно в (k – 1) і (k – 2) кімнати. Доведіть, що через скінченну кількість днів ці переселення закінчаться.
20. У бібліотеці на полиці в певному порядку стоять п томів Британ​ської енциклопедії. Робот-бібліотекар щохвилини виконує таку дію: бере
довільний том та ставить його на місце (якщо номер тому k, то він ставить його k-м по порядку). Двічі підряд один том робот не бере. Доведіть, що через деякий час усі томи будуть стояти на своїх місцях.
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