ЦІЛА ТА ДРОБОВА ЧАСТИНА ЧИСЛА
Цілою частиною числа х називається найбільше ціле число, що не перевищує дане число х. Позначення: [х].
Дробовою частиною числа х називається різниця х – [х]. Позначення: {х}.
Властивості цілої та дробової частини числа
1. [x] < x < [x] + 1.
2. x – 1< [x] < x.
3. Якщо п 
[image: image1.wmf]Î

 Z, mo [x + n] = [x] + ni{x + n} = {x}.
4. Для довільних чисел х, у 
[image: image2.wmf]Î

 R [x] + [y] ≤ [x + y] ≤ [x] + [y] + 1.
5. Якщо [х] = [у], то |х – у| < 1.
6. Якщо n 
[image: image3.wmf]Î

 N, mo 
[image: image4.wmf][
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 i n[х] ≤ [пх] ≤ п[х] + n – 1.
1. Розв'яжіть рівняння [x] + [2х] = 3.
Розв'язання
Оскільки [х]+[2х] < х + 2х < [х] + 1 + [2х] + 1, то 3 ≤ 3x < 5. 
Тому розв'язки рівняння знаходяться на інтервалі 
[image: image5.wmf]÷
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. Тоді [x]=l,  [2x]=2, звідки 2 < 2х < 3. Отже, 
[image: image6.wmf]÷
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2.
Розв'яжіть рівняння їх] = sin х.
Розв'язання
Оскільки їх] = Z, то для всіх sin х є три можливості: sinjc=-l, sinx=0 a6osinx = l.

1)Нехай sinx=-l,  тобто Оскільки [image: image7.png]x=—;+21m,n eZ



  хє[-1;0) і[image: image8.png]n 3n
2<—l<0<7,



то в цьому випадку розв'язків немає.
2)
Нехай sinx=0, тобто х=тт, пе Z. Тоді хе [0;і). На інтервалі [0;і)
є тільки одне число х=0, що належить множині чисел гаї, п є Z.
3) Нехай sinx=l, тобто[image: image9.png]n
x=5+21m,n ez



 Тоді М=1, хє[і;2) і роз-
в'язком буде[image: image10.png]


— єдине число з інтервалу [і; 2), що належить множині чисел[image: image11.png]T
5+21m, nelZ.




Відповідь.[image: image12.png]



3.
Розв'яжіть рівняння[image: image13.png][5+6x]_15x—7
8 1= 5




Розв'язання
Нехай [image: image14.png]


 t є Z. Тоді [image: image15.png]St+7
T



 і [image: image16.png]1v[lO{+39}
L4




 звідки
[image: image17.png]t<

100+39

<t

1



 або[image: image18.png]-—<f <13,



Оскільки t є Z, то t=0 або 1 = 1. Якщо t =0, то
[image: image19.png]


 Якщоґ = 1, то[image: image20.png]"



 Відповідь.[image: image21.png]Gl=

PARS




4.
Розв'яжіть рівняння[image: image22.png]5ot =X
[xI'




Розв'язання
Нехай їх] = к, к є Z. Враховуючи, що[image: image23.png]


і [х]фО, маємо, що к може
набувати тільки таких значень: -3; —2; — 1; 1; 2.
Крім того,[image: image24.png]X
[x]



Тоді шукані розв'язки будуть розв'язками рівняння [image: image25.png]


 за умови, що хє [к;к+і), А: =-3,-2,-1,1,2. Розв'язавши квад​ратне рівняння, дістанемо[image: image26.png]#A5





Враховуючи зазначені вище умови, маємо:

[image: image27.png]


 або[image: image28.png]



Тоді після підстановки відповідних значень к, дістанемо к є {-3,-2,2}, звідки[image: image29.png]xe {ﬁ,—‘/ﬁ}




Відповідь[image: image30.png]12,-4/45




5.
Розв'яжіть рівняння [х3]+[х2]+[х] = {х}-1
Розв'язання
Перепишемо дане рівняння у вигляді {х}=[х3]+[х2]+[х]+1, звідки ба​чимо, що {х}—ціле число, отже, {х}=0і[х] = х Тоді х3 +х2 +х+1=0, звідки х=-і
Відповідь -1
6.
Розв'яжіть рівняння[image: image31.png]1 1
[)d+[—xj = (x}+(—x)




Розв'язання
Бачимо, що [х]*0, {х}*0 Права частина рівняння додатка, тому й ліва частина рівняння додатна і х>0 Перепишемо дане рівняння у вигляді
[image: image32.png]Ixi-{x}=

Ix)-{x}
[x]{x}




 Звідки [х]-{х}=0 або їх] {х}=1
Перша умова використовується лише у випадку [х] = {х}, що неможливо Другу умову запишемо у вигляді[image: image33.png]x]



 Звідки легко дістати [х] = п,
[image: image34.png](x)——,x n+l



 п є N, п Ф1
7.
Розв'яжіть нерівність [х] < 2{х}+4
Розв'язання
Запишемо нерівність у вигляді [х-4]<2{х} Оскільки {х}є [0,і), тобто 2{х}є [0,2), то шукані х повинні задовольняти умове [х-4]<1 При цьому
очевидно, що всі значення х, при яких [х-4]<0 є розв'язками нашої нерівності, тоді х < 5
Розглянемо тепер випадок, коли [х-4] = 1 Тоді1<х-4<2, 5<х<6 При цьому 2{х}>1 {х}є [0,5,1) Тодіх = 5+{х}іхє [5,5,6)
Відповідь х є (-оо, 5) u [5,5,6)
8.
Скількома нулями закінчується число 200419
Розв'язання
10=2 5, але 2 входить множником у 2004і частіше, ніж 5 Тому розв'яз​ком буде максимальний степінь числа 5, на який ділиться 2004' У ряду 1, 2,   ,[image: image35.png]


чисел, що кратні 5,[image: image36.png]2004
25



чисел, кратних 25,[image: image37.png]e



чи-
сел, кратних 125,[image: image38.png]]

2004
625

]



чисел, кратних 625 Тому кількість нулів у кінці
числа 2004і дорівнює[image: image39.png]20047 [20047 [ 20047 [2004
[ 3 H 35 H 125] [625] 400+80+16+3 =499




9. Скільки точок з цілими координатами розташовано в середині та на сто​ронах трикутника, утвореного прямими[image: image40.png]


, х = 10 та віссю абсцис9
Розв'язання
Зрозуміло, що цілі значення, яких набуває х, дорівнюють 1, 2, 3 , 10 Тоді на кожній прямій х = п у трикутнику є [у(п)\ точок з цілими координа​тами (я=0,1,   ,10) Отже, таких точок
[у(і)+і]+Ь(2)+і]+ +[уао)+і]=[^+і]+[|+і|- {у+1]=37
М Ї2дї Г3?1      [(р-і)д~\ (Р-Щд-І)
ю. доведіть, що L7J+L7J+L7J+ \~1~F   Г~-де р Ta q ~
взаємно прості натуральні числа Розв'язання
Розглянемо прямокугник з вершинами О(0,0), А(р,0), B(p,q), C(0,q) Всередині його (не на сторонах)    знаходиться (p-\)(q-i)цілих точок   Рівняння діагоналі ОВ має вигляд у = ~ х       
Оскільки р та q — взаємно прості числа, то на ОВ немає точок з цілими ко​ординатами
Всередині трикутника ОАВ міститься і — 1 і+і — 2 і+  +і —(р-і) і точок
IP J IP  J     L^      J
з цілими координатами, що й доводить нашу тотожність
11. Доведіть, що якщо {8 х}={15х} для даного х, то{26х}={75х}
Розв'язання
За означенням дробової частини числа маємо: {8х}=8х-[8х],{15х}=15х-[15х].
Тоді 8х-[8х] = 15х-[15х], звідки [15x1—[8jc] = 7x. Але вираз у лівій частині -цілий, а тому 7х — ціле. Тоді

{26х}={7х-3+5х} = {5х},{75х}={7х-10+5х}={5х}. Отже, {26х}={75х}, що й треба було довести.

12.
Розв'яжіть рівняння[image: image41.png][Ny




Розв'язання
Дане рівняння рівносильне системі[image: image42.png]2|x|=0d? +1,

1
lxlt?




Звідси зрозуміло, що 2 \х І ціле число, тоді й 2х — ціле. Отже, х = А:+0,5, декє Z,k*0(6o[x]*0).
Якщо xeZ, то маємо: х2=2|х|-1, х2-2 |х|+1=0, (|х|-і)2=0; х=+1.
Якщо х = к+0,5 ік>0, то [к+0,5]2 =2І&+0,5І-1, к2 = 2к+і-\, к2-2к = 0, к = 0 (не підходить) або к = 2. Тоді х = 2,5.
Якщох = &+0,5і&<0, то іх<0. Маємо:
и+0,5]2=2ІА:+0,5|-1Д2=-2А:-1-1Д2+2^+2=0,
останнє рівняння коренів не має. Відповідь. —1; 1; 2,5.
13.
Послідовність (х„) визначається правилом:
[image: image43.png]x =lx, = [ﬂX,. ]*[b)‘: ]




для пе N,neaib — фіксовані додатні числа. Відомо, що послідовність (х„) набуває лише невід'ємних значень. Доведіть, що вона періодична.
Розв'язання
Очевидно, що мають місце нерівності[image: image44.png][ex? |>0x2 14 [axn ]sax"‘



. Тоді

з умови хп+, > 0 випливає, що

[image: image45.png]0<[ax, }-lox? 1<ax, ~(bx} ~1)=~(x} -ax, -1)



 або[image: image46.png]bx2 —ax, ~I<0.




Оскільки b >0, то .[image: image47.png]


.За умовою х„ є N, і тому
на проміжку[image: image48.png]


може бути скінченна кількість зна- чень, яких набуває наша послідовність. Отже, знайдеться таке t є N, що х    =хп, тобто наша послідовність періодична.
14.
Доведіть, що для всіх пе N виконується рівність
[image: image49.png][V +/n+1]=[Van+2].




Розв'язання
1)
Позначимо[image: image50.png]k=[an+2],



к є N. Тоді
[image: image51.png]k<VAn+2 <k+1ik? <4n+2 <(k+1)%.




Число 4и+2 не може бути повним квадратом, бо ділиться на 2 і не може ділитися на 4. Тоді/:2 <4п+2<(к+і)2 абок2 +1<4я+2<(&+1)2.
2)
Розглянемо[image: image52.png](Vn+vmti)’ =2n+1424n +n.



Очевидно, що
[image: image53.png]



тому[image: image54.png]K <hnsl<(nadnil) <dns2 <(k+hE.



Тоді
[image: image55.png]k<n+nil <k+iin[Vr+nel =k),




що й треба було довести.
15.
Доведіть, що для будь-яких невід'ємних чисел х та у виконується
нерівність [5х]+[5у]>[3х+у]+[3у+х].
Розв'язання
Позначимо /(х;у) = [5х]+[5у]-[3х+у]-[3у+х] Доведемо, що /(х; у)>0, для будь-яких х та у. Нехай існують такі х та у, що /(х;>>)<0, тобто /(х; у) <-1, бо /(х; у) — ціле.
Очевидно, що[5х]+[5,у]>5х+5}'-2.
[Зх+у]+[3у+х]<4х+4у, тоді -1>/(х;.у)>х+у-2, звідки х+у<1. Без обмеження загальності можна припустити, що х > у. Тоді
/(x;j;)>[5x]+[5y]-[4x]-[3^+x]>[5y]-[3>'+xl
бо[5х]-[4х]>0(х — невід'ємне). Далі, враховуючи, щох+у-сі, маємо: -l>f(x;y)>[5y]-[2y+l] = [5y]-[2y]-l
тобто [5j>]-[2y]<0, що неможливо оскільки у — невід'ємне число. Тоді /(х; у) > 0 для всіх х та у, що й треба було довести.
Задачі для самостійного розв'язування
Розв'яжіть рівняння[image: image56.png][x]

I
e
R



при х>0.
Розв'яжіть рівняння[image: image57.png]+1
o= 3xhx+1




Розв'яжіть рівняння х{х}=і.
Розв'яжіть рівняння [sin xKsin x}=sin х.
Розв'яжіть нерівність [х2]+[2х]>0.

Доведіть тотожності:

а)[image: image58.png]


дет^. — кількість усіх натуральних дільників числа к.
б)[image: image59.png]0,10, cvo, =1 2 {2 o 2]



де ак — сума всіх натураль​них діл ьників числа к.
Розв'яжіть рівняння[image: image60.png]. x
sin’ 2x+[;}=cosz Ix.




Розв'яжіть у натуральних числах рівняння

[image: image61.png][(T]+[V2 . 4 [ =1 ]=a00.




Доведіть, що рівняння [xl+t2xl+[4x]+[8x]+ll6x]+[32x] = 12345 не має
розв'язків.

Які натуральні числа неможливо подати у вигляді[image: image62.png]1
- 9
[n+ n+2}.neZ.




Знайдіть всі пє N, при яких число[image: image63.png]


є простим.

Доведіть, що числа[image: image64.png]{toy/23,



де « = 0,1,2,..., всі попарно різні.

Доведіть, що серед членів послідовності (о„), заданої співвідно​
шенням а, =2, [image: image65.png]


пє N, міститься нескінченна кількість пар​
них та непарних чисел.

Нехай для всіх натуральних п t[image: image66.png][nefiss |
= n+ =
7, S| nenty



і,[image: image67.png]b, =a, -[Ja, ]



Об​
числіть суму bt +2b2 +3bi+...+nbll.
Розв'яжіть рівняння [х]+[2х]+...+І1995х] = 1995.
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