НЕРІВНОСТІ
1. Яке число більше: 2100 +3100 чи 4100 ?
Розв'язання
Доведемо, що 4100 > 2100 + 3100. Оскільки 2100 + 3100 < 2∙3100, то досить довести, що 4100 > 2∙3100, тобто 
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Отже, 4100 > 2100 + 3100.
2. Яке з чисел 594, 690, 785, 879 найбільше?
Розв'язання
Доведемо спочатку, що 690 > 594, тобто 645 > 547 або 
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 до п'ятого степеня 
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Звідки 
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. Доведемо тепер, що 785 > 690, тобто 717 > 618 або 
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Отже, з перших трьох чисел найбільше 785. Залишилось порівняти 785 і 879. Доведемо, що 785 > 879, тобто 
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. Розглянемо сильнішу нерівність 
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Отже, найбільше серед даних чисел 785.
3. Нехай n — натуральне число і п ≥2. Доведіть, що nn > (n + 1)n-1.
Розв'язання
Позначимо ап = nn, bп = (n + 1)n-1. У такому випадку а2 = 4 > 3 = b2. Крім того, 
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. Залишилось довести, що 
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Запишемо цю нерівність у вигляді (k +1)2k >(k2 + 2k)k, тобто 
(k + 1)2 > k2 +2k, звідки випливає твердження задачі.
Зазначимо, що ми застосували метод математичної індукції в іншому вигляді. Якщо для деякого натурального числа t справедлива нерівність at ≥ bt для всіх k ≥ t справедлива нерівність 
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 (аt; bt>0), то при всіх п > t справедлива нерівність ап > bп.
4. Нехай х ≥ 0, п — натуральне число. Доведіть, що (1 + х)n > 1+ пх (нерівність Бернуллі).
Розв'язання
Нехай ап = (1 + х)n, bп = 1 + nх. Тоді очевидно, що а1 ≥ b1. 
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Нам потрібно довести, що 
[image: image17.wmf]kx

x

k

x

+

+

+

³

+

1

)

1

(

1

1

або (1 + х)(1 + kх) ≥ 1+ (k + 1)х чи (k+1)х+kх2≥(k+1)х, що є очевидним. Отже, нерівність Бернуллі доведена.
5. Нехай х — довільне число. Доведіть, що х(x+1)(х+2)(х+3)≥-1.
Розв'язання
Виконаємо множення x(х+3); (х+1)(х+2). Тоді нерівність запишемо у вигляді (х2 +3х)(х2+3х+2)≥-1 або ((х2 +3x+1)(x2 +3x+1)+1)≥-l, 
(х2+3х+1)2-1≥-1.
6. Доведіть, що при додатних х та у: 
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Розв'язання
Позначимо: х2 = а, у2 = b. Тоді 

[image: image19.wmf]=

-

+

-

=

-

-

+

=

-

-

+

)

(

)

(

2

2

2

2

3

3

4

4

2

6

2

6

a

b

a

b

b

a

b

a

b

a

a

b

b

a

y

x

x

y

y

x



[image: image20.wmf]0
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7. Доведіть, що для додатних чисел де,, х2, ..., хп виконується нерів​ність 
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Розв'язання
Скористаємось нерівністю Коші. Тоді
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8. Доведіть, що для довільних додатних чисел a, b, c виконується нерів​ність 
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Розв'язання
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Застосуємо нерівність Коші 
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Тоді 
[image: image26.wmf]2

3

3

)

(

2

9

)

(

=

-

+

+

×

+

+

³

+

+

+

+

+

c

b

a

c

b

a

b

a

c

a

c

b

c

b

a

.
9. Нехай а, b, с — сторони трикутника, та, ть, тс — відповідні медіани.
Доведіть, що 
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Розв'язання
Скористаємося відомими формулами:
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Тоді 
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(ми скористалися результатом попередньої задачі).
10. Для додатних чисел х, у, z знайдіть найменше можливе значення виразу
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Розв'язання
Скористаємось нерівністю Коші. Тоді 
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А оскільки (у + z)2 ≤ 2(y2 + z2), то 
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Тому 
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[image: image40.wmf]3
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Крім того, існують значення х, у, z, при яких значення даного виразу дорівнюють 
[image: image41.wmf]3
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; наприклад: x = y = z = 1. Тому найменше значення виразу дорівнює 
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11. Доведіть, що для будь-яких дійсних чисел а1, а2, ..., аn, b1, b2, ..., bп
стверджується нерівність 
[image: image43.wmf](
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 (нерівність Коші-Буняковського). 
Розв'язання
При кожному дійсному значенні х виконуються нерівності 
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Тому дискримінант здобутого квадратного тричлена D < 0, тобто 
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Звідси випливає справедливість твердження задачі.
Якщо розглянути вектори 
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то нерівність Коші-Буняковського може бути записана у векторній формі: 
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12. Доведіть, що якщо xy+yz+zy = 1, то х2 +у2 + z2 ≥ 1.

Розв'язання
Розглянемо вектори 
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 і, за нерівністю Коші-Буняковського, xy + yz + zy ≤ x2 + y2 + z2, звідки x2+y2+z2≥1.
13. Доведіть нерівність 
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Розв'язання
Розглянемо вектори 
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Тоді 
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Тоді, за нерівністю Коші-Буняковського, маємо: 
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14. Доведіть, що рівняння 
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Розв'язання
Запишемо наше рівняння у вигляді 
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15. Доведіть, що якщо а1, а2, ..., ап та b1, b2, ..., bn — дві неспадні (або незростаючі) послідовності чисел, то 
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(нерівність Чебишова). 
Розв'язання 
Запишемо спочатку рівносильну нерівність: 

n(a1b1 + a2b2+ … + anbn) – (a1 + а2 + …+ аn)(b1 + b2+ ...+ bn) > 0.
Перегрупувавши доданки, дістанемо:
(a1 – a2)(b1 – b2) + (а1 – a3)(b1 – b3) + … + (а1 – аn)( b1 – bn)+

+ (а2 – a3)(b2 – b3) + …+ (аn-1 – аn)( bn-1 – bn) ≥ 0
оскільки кожен добуток (аt – аk)( bt – bk) ≥ 0.
Ще одна важлива нерівність — Єнсена. Якщо функція f(x) опукла вгору на (а; b), то для будь-яких х1, х2,..., хn 
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 (а; b) має місце нерівність
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Якщо функція f(х) опукла вниз  на (а; b,  то для  будь-яких х1, х2,..., хn 
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 (а; b) має місце протилежна нерівність.
16. Доведіть нерівність 
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 (нерівність Мінковського).
Розв'язання
Поділимо обидві частини нерівності на 
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. Розглянемо функцію f(x)=ln(1+ex). Оскільки її друга похідна невід'ємна, то ця функція опукла вниз на всій області визначення.
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За нерівністю Єнсена, 
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Оскільки функція f(x) = ln t зростаюча, то 
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,  що й треба було довести.
17. Нехай А, В, С — кути трикутника. Доведіть, що 
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Розв'язання
На відрізку [0; π] функція f(x) = sinx має недодатну другу похідну, а тому є опуклою вгору. Тоді, за нерівністю Єнсена, маємо:
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, що й доводить потрібну нам нерівність.
18. Числа a, b, c, d задовольняють умови a2 +b2 =c2 +d2 =1. Доведіть, що ас+bd ≤ 1.
Розв'язання
Нехай а = cos α, с = cos β. Тоді b = sin α, d = sin β, а тому 
ас+bd = cos α cos β + sin α sin β = cos(α – β) < 1.
19. Усі числа а1, а2, а3, ..., ап більші за 1, і для будь-якого k, 1 ≤ k ≤ п – 1 виконується нерівність 
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Розв'язання
Розставимо між даними п числами а1, а2, ..., ап знаки «<» або «>». Не​хай серед них k знаків «≤», решта п – k – 1 знаків «≥». Якщо між числами аi та аi+1 міститься знак «<», то 
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[image: image87.wmf]2

1

<

+

i

i

a

a

 бо 
[image: image88.wmf]1

1

+

+

-

=

-

i

i

i

i

a

a

a

a

, а тому 
[image: image89.wmf]1

1

<

-

+

i

i

a

a

, звідси 
[image: image90.wmf]i

i

i

a

a

a

2

1

1

<

+

<

+

. Таким чи​ном, можемо оцінити всі доданки суми 
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 крім ос​таннього. Для оцінки відношення 
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У чисельнику серед різниць 
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 буде n – 1 – k від'ємних і k таких, що 
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. Тоді S < k + 2(n – k - 1) + k + 1= 2n – 1, що й треба було довести.
20. Доведіть, що для будь-яких чисел a, b, c, d з відрізка [і;2] виконується нерівність 
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Розв'язання
Для доведення нерівності досить переконатися, що кожний доданок лівої частини не перевищує 
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. Тоді 
(a + b)(b + d) ≤ 2(a + c)(b + c),
  ad + bd + b2 ≤ ab + 2ac + 2bc + 2c2,
a(2c – d) + b(2c – d) + (2c2 – b(b – a)) ≥ 0.
Оскільки числа a, b, c, d лежать у проміжку [1; 2] то 2c > d, 2c2 >2,  

b(b – а) ≤ 2. Аналогічно доведемо, що 
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21. Нехай а, b, с — невід'ємні дійсні числа такі, що а + b + с = 3. Доведіть,
що 2(а3b + b3с + с3а) ≥ 3(а2b + b2с + с2а - 1).
Розв'язання
Маємо, що для будь-якого невід'ємного t: 2t3 + 1 ≥ 3t2, бо (t – 1)2(2t + 1) ≥ 0. Тому 2a3b + b ≥ 3a2b, 2b3c + c ≥ 3b2c, 2c3a + a ≥ 3c2a. Додавши почленно ці нерівності і використавши те, що а+b+с = 3, дістанемо потрібну нерівність.
Завдання для самостійного розв'язування
22.  Що більше: а) 792 чи 891 ? б) 240 чи 337 ? в) х чи 1714 ?
23.  Доведіть нерівності: а) (n!)2 > пn, n ≥ 3, п 
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 N; 

б) 
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24.  Доведіть нерівність Бернуллі (1+n)n ≥ 1+пх, якщо х ≥ -1, n 
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 N.
25.  Сума додатних чисел х1; х =0, ..., хп   дорівнює 
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26.  Доведіть, що для кожного натурального числа п ≥ 2 виконується нерівність 
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27.  Для додатних чисел х, у, z, t знайдіть найбільше значення виразу 
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28.  Доведіть, що для всіх натуральних п виконується нерівність 
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29.  Добуток додатних чисел а1, а2, а3,...,ап дорівнює 1. Доведіть, що 
(1 + а1)(1 + а2)...(1 + аn) ≥ 2n.
30. Для довільних додатних чисел х1, х2, ..., хn. S = x1 + х2 + ... + хп. До​ведіть нерівність 
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31.  Для α 
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 N. Доведіть нерівність 
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32.  Доведіть, що якщо а+b+с=1, то 
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для всіх допустимих значень а, b, с.
33.  Доведіть, що для всіх дійсних чисел х ≥ 0 та натуральних чисел k,
f(x) = 1, n виконується нерівність 
[image: image116.wmf]6
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34.  Нехай а, b, с — натуральні числа і 
[image: image117.wmf]1

1

1

1

<

+

+

c

b

a

. Доведіть, що 
[image: image118.wmf]42

41

1

1

1

£

+

+

c

b

a

.

35.  Доведіть, що для довільних чисел a, b, c справедлива нерівність:
а) а2b2 + b2c2 +a2c2 ≥ abc(a + b + c);  б) а4 + b4 + с4 ≥ abc (a + b + c).
36.  Нехай х і у — додатні числа. Через S позначимо найменше з чисел х, 
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37.  Доведіть, що для додатних довільних чисел а та b виконується
нерівність 
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38.  Нехай n ≥ 3 — натуральне число, а1, а2, а3,...,ап такі дійсні числа, що 

2 ≤ аi  ≤ 3, i = 1, 2, ..., n. Доведіть нерівність: 
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, де S = а1, а2, а3, …, аn.
39. Для додатних чисел a, b, c знайдіть найменше можливе значення виразу
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40. Доведіть, що для будь-яких дійсних додатних чисел х та у вико​нується нерівність 
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