ФУНКЦІОНАЛЬНІ РІВНЯННЯ
Рівняння, призначене для визначення невідомої функції, називається функціональним.
Один з методів розв'язування функціональних рівнянь — метод підстановок. Він полягає в тому, що замість змінних застосовують різні підстановки і, комбінуючи знайдені рівняння, знаходять f(х).

1. Знайдіть усі функції f: R → R такі, що для всіх х 
[image: image1.wmf]Î

 R
х(f(х) + f(-х) + 2) + 2f(-х) = 0.
Розв'язання
Підставимо замість х змінну -х. Дістанемо: -х(f(-х) + f(x) + 2) + 2f(х) = 0. 
Звідки 
[image: image2.wmf]2
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Підставивши в початкове рівняння, маємо:
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Звідки f(x) = x. Перевірка показує, що ця функція задовольняє наше рівняння.
2. Знайдіть усі функції f: R → R такі, що для всіх х, у 
[image: image4.wmf]Î

 R, f(x + y) = f(x)+ y.
Розв'язання
Покладемо у = -х. Дістанемо: f(0) = f(x) – x. Нехай f(0) = a, a 
[image: image5.wmf]Î

 R. 
Тоді f(x) = x + a, a 
[image: image6.wmf]Î

 R.
Перевіркою встановлюємо, що для всіх а 
[image: image7.wmf]Î

 R. f(x) = x + a буде розв'язком даного рівняння.
3. Знайдіть усі функції f: R → R такі, що при х ≠ 0, x ≠ R, а ≠ ± 1, а ≠ 0 
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Розв'язання
Підставимо замість х змінну 
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. Дістанемо: 
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. Підставимо в початкове рівняння, дістанемо: 
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. Перевірка показує, що знайдена функція задовольняє наше рівняння.
4. Знайдіть усі функції f R → R, які при будь-яких дійсних х, у задовольняють рівність f(x2 + y) = f(x) + f(y2).
Розв'язання
Покладемо у = х – х2. Дістанемо: 
f(x2 + x – x2) = f(x)+ f((x – x2)2) або f((х – х2) 2)=0
при всіх значеннях х 
[image: image14.wmf]Î

 R. Звідси випливає, що для кожного z ≥ 0, f(z) = 0. Оскільки у2 ≥ 0, то f(y2) = 0. Отже, підставивши х = 0 у початкове рівняння, дістанемо: f(y) - f(0) + f(у2) = 0 при всіх y 
[image: image15.wmf]Î

 R. Зробивши перевірку, бачи​мо, що функція f(x) = 0 є розв'язком даного рівняння.
5. Знайдіть усі функції f, визначені на множині дійсних чисел, які на​
бувають дійсних значень та для всіх дійсних х і у задовольняють співвідношення f(х3 – у3) = (f(х + у) 3.
Розв'язання
Для х = у маємо: f(0) = (f(0))3. Звідси f(0) = 0 або f(0) = ±1. Для 
[image: image16.wmf]3
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 маємо: f(t) = (f(0))3 = f(0), тобто функція f в усіх точках набуває одного й того самого значення f(0). Тому шуканими можуть бути тільки три функції: f(x) = 0, f(x) = 1, f(x) = -1. Перевіркою встановлюємо, що всі вони задовольняють співвідношення в умові задачі.
6. Знайдіть усі функції f: R → R такі, що для всіх дійсних х та у вико​нується рівність f(х + у) = f(x) cos у – f(y) sin х.
Розв'язання
Для х = 0 маємо: f(y) = f(0) cos у або f(x) = acosx, a 
[image: image17.wmf]Î

 R. Тоді
a cos(x+y) = a (cosx cosy – cos у sin x), a sin у sin x = a cosy sin x.
Для 
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 маємо для всіх у: a sin у = a cos у, що можливе лише при а = 0.
7. Знайдіть усі такі функції f: R → R, для яких при довільних дійсних х,
у виконується рівність f(x + у) + f(х – у) = 2f(x) cos у.
Розв'язання
Нехай t — довільне дійсне число. Тоді задана рівність повинна викону​ватись і для таких пар чисел: 
1) х = 0, у = t; 2) 
[image: image19.wmf]2
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Тому приходимо до системи: 
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Позначимо: 
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, f(0) = b. Віднімемо друге рівняння системи від суми першого і третього. Дістанемо: f(t) = a sin t + b cos t. Перевірка показує, що ця функція задовольняє дане рівняння при довільних a, b 
[image: image25.wmf]Î

 R.
Ще один метод розв'язування функціональних рівнянь — метод Ко​ші — полягає в тому, що розв'язок рівняння знаходять, спочатку для х 
[image: image26.wmf]Î

 N, потім для х 
[image: image27.wmf]Î

 Q, і, нарешті, для х 
[image: image28.wmf]Î

 R. Цей метод застосовують за умови неперервності функції f(x).
8. Знайдіть усі неперервні функції f: R → R, для яких при всіх дійсних
х, у виконується рівність f(x + у) = f(x) + f(y).
Розв'язання
Нехай х = у = 0. Тоді f(0) = f(0) + f(0), звідки f(0) = 0. 
Нехай тепер у = -х. Тоді f(0) = f(х) + f(-х),  f(-x) = -f(x), f(х) — непарна. 
Покладемо f(1) = а, якщо х = у = 1, то f(2) = 2a. З умови випливає, що      f(x1 + ... + xn) = f(x1) + ... + f(xn). 

Тоді при x1 = … = xn = -1, f(n) = па. При 
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Виберемо m аргументів, рівних 
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Враховуючи непарність функції, маємо: 
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Крім того, f(0) = 0. Тому для всіх раціональних х маємо: f(x) = ах. Нехай х — ірраціональне. Розглянемо послідовність раціональних чисел (xn), яка збігається до х. Оскільки f(х) неперервна то 
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Тому f(х) = ах для всіх х 
[image: image34.wmf]Î

 R. Підстановкою в початкове рівняння переконуємося, що а — довільне число.
9. Знайдіть усі неперервні монотонні функції f: R → R, для яких при всіх дійсних х, у виконується рівність f(х + у) = f(х) ∙ f(y).
Розв'язання
Покладемо послідовно у = х, у = 2х, ... , у = (п - 1)х.
f(2х) = f 2(х),   f(3х) = f(х) ∙ f(2х) = f 3(х),   f(nх) = f(х)∙ f((n - 1)х) = … = f n(x)
(істинність останньої рівності легко встановити методом математичної індукції).
Покладемо тепер х = 1, тоді f(n) = f n(1).
Нехай f(1) = а, тоді f(n) = аn. Покладемо тепер 
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. Звідси зокрема, 
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. Оскільки за умовою функція f(х) визначена при довільних значеннях х, то 
[image: image40.wmf]n
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 матиме зміст при довільному п 
[image: image41.wmf]Î

 N, звідки f(1) = а ≥ 0. Покладемо у = 0. Тоді при довільному а f(х) = f(х)∙f(0) і оскільки f(х), будучи монотонною, не дорівнює тотожно нулю, то f(0) = 1 = а0.
Покладемо у = -а. Тоді f(x)∙f(-х) = f(0), звідки, 
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 (рівність а = 0 виключається).
Отже, при всіх раціональних х f(x) = ax. Нехай х — ірраціональне. Розглянемо послідовність раціональних чисел (xn), яка збігається до х. Оскільки f(х) неперервна, то 
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Тому f(х) = аx для всіх х 
[image: image46.wmf]Î

 R. Підстановкою в початкове рівняння переко​нуємося, що а — довільне додатне число.
10. Знайдіть усі функції  f: R → R такі, що для будь-яких дійсних х та у
виконується рівність f(x + 2y) = f(2x) + f(y).
Розв'язання
Покладемо: х = у = 0. Тоді f(0) = 0. 
Для у = 0 маємо: f(х + 1) = f(х) + f(1) та f(х + n) = f(х) + nf(1).
Для у = 2 маємо: f(х + 4) = f(2x) + f(2) = f(0 + 2x) + 2f(1) = f(х) + 3f(1). 
З іншого боку,  f(х + 4) = f(х) + 4f(1), тому f(1) = 0 і f(х + 1) = f(х).  Маємо: 
f(2y+1) = f(0 + 2y+1) = f(1) + f(у + 1) = f(y).
З іншого боку,  f(2y+1) = f(2y + 2y) = f(y) + f(2y), тому f(22y) = 0. Будь-яке число z>1 має вигляд z = 22y, де f(z) = 0. Для інших чисел використовуємо потрібну кількість разів рівність f(z – 1) = f(z). Після перевірки бачимо, що функція f(х)=0 задовольняє початкове рівняння.
11. Чи існує функція f: R → R, що задовольняє такі умови:

1) множина значень f збігається з R;
2) для всіх х 
[image: image47.wmf]Î

 R виконується рівність f(f(х))=(f(х) + 1)(х + 1)?
Розв'язання
З першої умови випливає, що знайдеться у 
[image: image48.wmf]Î

 R таке, що f(y)=-1. Підставимо це в перше рівняння і дістанемо f(f(у)) = 0, тобто f(-1) = 0. Після підстановки в задане рівняння х = -1 матимемо, що f(f(-1)) = 0, тобто f(0) = 0. Тепер підставимо в рівняння х = 0 і дістанемо f(0) = 1 ≠ 0. Ця супе​речність доводить, що такої функції не існує.
12. Знайдіть усі функції f, що визначені на множині всіх цілих чисел і набувають лише цілих невід'ємних значень, що задовольняють умови:
1) f(mn) = f (m) f (n);
2) f (m+n) ≤ 1997(f (m) + f (n));
3) f (1997) = 0 для всіх цілих значень т і п.
Розв'язання
Таких функцій дві:1) f(m) = 0; 2) 
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Із умов 1) — 3) задачі випливає, що для довільних п і к  
f(1997n + k) ≤ 1997f(k).
Це означає, що функція f обмежена: f(m) ≤ M для всіх т, де М = 1997∙тах{f(0), ..., f(1996)}; коли f(k) = 0, то f(1997n + k) = 0 для всіх п (зокрема, f(1997n) = 0). Для 1 ≤ k ≤ 1996 при діленні на 1997 чисел із набору 0, k, 2k, ..., 1996k дістають усі можливі остачі (адже всього їх 1997 і жодні два числа при діленні не дають одну й ту саму остачу — інакше їх різниця l2k – l1k = (l2 – l1)k ділилася б на 1997, що неможливо, бо l ≤ l2 – l1 ≤ 1996, 1 ≤ k ≤ 1996, а 1997 - просте). Тому за умовою 1) або f(m) = 0 для всіх т, або f(т) ≠ 0 при т, що не ділиться на 1997. Перший випадок (тотожний нуль) задовольняє всі умови. Розглянемо другий. Нехай f(m) ≥ 2 для деякого т. Тоді за умовою 1) f(ms) ≥ 2s для всіх натуральних S, що суперечить обме​женості функції f. Отже, єдиний випадок, що залишається, — це f(m) = 0 при ти, що ділиться на 1997, і f(т) = 1, якщо не ділиться. Цей випадок також задовольняє всі умови.
13. Знайдіть усі функції двох змінних f(х; у), що визначені для всіх додатних х, у і набувають додатних значень та для всіх додатних х, у, z задо​вольняють умови: 
1) f(x, y)+ f(x, z) = f (x, y+z+1); 2) f(x, y) ∙ f(y, x) = xy.
Розв'язання
З умови 2) маємо: f(х, х) ∙ f (х, х) = х2. Звідки f(х, х) = х, адже f(х, х) > 0. Доведемо, що для всіх r>0, х>1 з rх>1 виконується рівність  f(x–1; rx–1)=r(x–1). Для натуральних значень r це доводиться за індук​цією. Для r = 1 рівність (1) доведена. Крок індукції від r до r+1 дістанемо з умови 1) додаванням рівностей f(x-1, rх-1) = r(х-1) та f(х-1, х-1) = х-1. Для раціональних 
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[image: image51.wmf])

1

(

)

1

,

1

(

1

,

1

...

1

,

1

1

,

1

-

=

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

+

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

x

p

px

x

f

x

q

p

x

f

x

q

p

x

f

x

q

p

x

qf


(використали умову 1) q-1 разів і рівність f(х-1,rх-1) = r(х-1)). Тому для раціональних r вказана рівність також виконується. Покажемо, що f(х, у) є функцією неспадною по у. За умови y>z для деякого натурального п 
[image: image52.wmf]n
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. Отже, 
nf(x, y) = f(x, ny + n – 1) = f(x, (nz + n – 1) + 1 + t) = 
= f(x, nz + n – 1) + f(x, t) > f(x, nz + n – 1) = nf(x, z).
Звідси f(x, y) > f(x, z), оскільки t = ny – nz – 1 > 0 і  f(x, t) > 0. 

Для довільного r > 0 і раціональних r1, r2 з умови r1 < r < r2 дістанемо r1
r1(x – 1) = f(x – 1; r1x – 1) < f(x – 1, rx – 1) < f(x – 1, r2x – 1) = r2(x – 1).

Можемо вибрати r1   і r2  як завгодно близькими до r, отже,  f(х – 1, rx – 1) = = r(х – 1). Рівність f(х – 1, rx – 1) = r(х – 1) доведено. Для будь-яких а > 0, b > 0 існують х, r такі, що х – 1 = a, rx – 1 = b, тобто х = а + 1, 
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Перевірка показує, що ця функція задовольняє умови задачі.
14. Знайдіть усі функції f: R → R, які при довільних дійсних х, у задо​вольняють нерівність f(х) ≤ х та f(х + у) ≤ f(х) + f(y).
Розв'язання
Покладемо х = у. Тоді f(0) ≤ 0 та f(0) ≤ 2f(0). Звідси f(0) = 0. Тепер для довільного х 
[image: image55.wmf]Î

 R маємо: f(х) ≥  f(х + (-х)) - f(-х) = -f(-х) ≥ -(-х).
Звідси з нерівності f(х) ≤ х знаходимо: f(х) = х, х 
[image: image56.wmf]Î

 R.
15. Чи існує функція f: R → R, яка не набуває жодного свого значення
більше ніж в одній точці і при всіх дійсних х задовольняє нерівність 
[image: image57.wmf](
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Розв'язання
Доведемо, що такої функції не існує. Справді, покладаючи х = 0 та х = 1, дістанемо 
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. Записуючи ці нерівності у вигляді 
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, знаходимо, що 
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Отже, значення 
[image: image63.wmf]2
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 будь-яка функція набуває принаймні у двох точках.
Задачі для самостійного розв'язування
16. Знайдіть усі функції f: R → R, які при х ≠ 0, x ≠ 2 задовольняють рівність 
[image: image64.wmf](
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17. Знайдіть усі функції f: R → R, які для всіх х, у 
[image: image65.wmf]Î

 R задовольняють
рівність f(x + y)+ 2f(x – y) = 3f(x) – y.
18. Знайдіть усі неперервні функції f: R → R, які для всіх х 
[image: image66.wmf]Î

 R задовольняють рівність (f(х))2 = f(2х).
19. Функція f визначена на множині цілих невід'ємних чисел і набу​ває значень на цій множині. Для довільного числа п з цієї множини має
місце рівність f(f (n)) + f (n) = 2n + 3. Знайдіть f (1995).
20. Знайдіть усі многочлени P(х) такі, що для всіх х, у 
[image: image67.wmf]Î

 R виконується рівність (Р(х))2 – (Р(у))2 = Р(х + у) P(х – у).
21. Функція  f: Z → Z задовольняє умови:  1) для всіх п 
[image: image68.wmf]Î

 Z, f(f(n)) = п;       2) для всіх п 
[image: image69.wmf]Î

 Z, f(f(n+2)+2) = n; 3) f(0) = 1. Знайдіть f(1995) та f(-1994).
22. Знайдіть усі функції f: R → R, такі,  що для всіх х, у 
[image: image70.wmf]Î

 R f(х–у) = f(х3–y3).

23. Знайдіть усі функції f: Q+ → Q+ такі, що для всіх х, у 
[image: image71.wmf]Î

 Q+ вико​нуються рівності: 1) f(х+1) = f(х)+1; 2) f(x3) = f 3(х).
24. Нехай для всіх дійсних чисел х функція f задовольняє співвідно​шення  (х – 1) f(х + 1) – (х + 1) f(х – 1) = 4х(х2 – 1).
а) Доведіть, що функція f є неперіодичною.
б) Чи може функція f бути многочленом?
в) Чи може функція f бути не многочленом?
25. Функція f задана на проміжку [1; +∞) та при всіх х ≥ 1 задовольняє умову 
[image: image72.wmf]x
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. Доведіть, що для  кожного х ≥ 1 виконується нерівність 
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26. Відомо, що для функції f при всіх дійсних значеннях х вико​нується рівність 
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, причому f(0) = 2. Знайдіть f(2000).
27. Знайдіть усі функції f: R → R, для яких f(x+y) = max(f(x), y)+min(x, f(y)) для всіх дійсних х, у.
28. Нехай S — множина всіх дійсних чисел, строго більших за -1. Знайдіть усі функції f: S → S, що задовольняють умови:

1) f(x+f(y)+xf(y)) = y+f(x)+yf(x) для всіх х, у 
[image: image75.wmf]Î

 S;
2) 
[image: image76.wmf]x
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 строго зростає на кожному з інтервалів -1< х < 0 та х > 0.
29. Знайдіть усі функції f: R → R такі, що f(x-f(y))=f(f(y))+xf(y)+f(x)-1 для всіх х, у 
[image: image77.wmf]Î

 R.
30. Знайдіть  усі  функції f: R+ → R+,  що  задовольняють  умову 
f(xf(y))f(y) = f(x+y)
Для всіх х, у 
[image: image78.wmf]Î

 R+ і для яких f(2) = 0 та f(х) ≠ 0 для 0 < х < 2.
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